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* Introduccion

Las tablas de contingencia son una de las herramientas mas antiguas y conocidas de la estadistica, por lo
su utilizacion rutinaria puede llevar aparejada una cierta despreocupacion, que es contraria al cuidado y
meticulosidad con el que siempre deben analizarse los datos, sin abandonarnos a la tarea simple de introdt
datos en un programa informéatico y limitarnos a transcribir mecanicamente los resultados obtenidos, sin
mayor analisis, restringiendo ademas nuestra mirada a los resultados con los que estamos familiarizados, y
olvidandonos del resto de informacion que quizds no entendemos.

Este articulo viene motivado por la pregunta que recientemente me planteé un amigo, respecto de la siguie
tabla, producto de una salida de un programa estadistico, y me hacia esta pregunta: ¢ Cuél de estos test
[Pearson, Likelihood, etc, me indica la probabilidad de que a peor estado Hoehn y Yahr haya mas paciente:
con fatiga?

| Fatiga 1=Sl o 2= NO
Hoehny | por el Neurélogo

Yabhr | 1 2| Total
1] 1 5| 6
1.5] 6 4| 10

2| 38 19| 57
25| 15 8| 23

3] 24 8| 32

4| 9 1] 10

Total | 93 45 | 138

Pearson chi2(5) = 10.5058 Pr =0.062
likelihood-ratio chi2(5) = 10.6180 Pr=0.060
Cramér's V= 0.2759
gamma = -0.3183 ASE =0.127
Kendall's tau-b = -0.1831 ASE =0.074

Tabla 1

De los resultados que aparecen en la tabla, el parametro que todo el mundo conoce es el denominado chi2
Pearson, que se calcula como:

1]

2 2

X = E z (B — 055" /By
i)

donde E representa la frecuencia esperada para una celda, en la hipotesis de independencia entre las varic
y O la frecuencia efectivamente observada. Si existe independencia entre las variables, los valores esperac
observados seran parecidos y el valorfﬂekeré pequefo, mientras que si dicha hipotesis no se cumple, y

existe asociacion entre las variables, éste valor serd tanto mayor. Las frecuencias esperadas bajo la hipéte:
de no asociacion se calculan considerando fijas las frecuencias denominadas marginales (por representars
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los margenes de la tabla), y que corresponden a las frecuencias de las categorias de cada una de las varia
ignorando la existencia de la otra variable (totales de filas y columnas). De esta manera dado que en la tabl
anterior la proporcion de FATIGA=SI ignorando la existencia de la otra variable es 93/138, la frecuencia
esperada para la primera celda, puesto que hay 6 sujetos con HY=1 (olvidando la otra variable), bajo la
hipétesis de no asociacién, se espera que sea 6 x 93/138=4, mientras que la frecuencia que hemos observ:
es 1.

Pero ¢ Qué significado tiene el siguiente resultado que nos presenta la salida del programa con el nombre
"likelihood-ratio chi2"?

Se trata del resultado de contrastar un modelo estimado para nuestros datos, considerando que no existe
asociacion entre las variables y que por tanto se puede utilizar una distribucién multinomial, y utilizando par
la estimacion el método de maxima verosimilitud (es lo que significa likelihood, descrito en otro articulo),
comparando el modelo estimado con el modelo que se ajusta perfectamente a nuestros datos.

El ch? de Pearson y el chilel cociente de maxima verosimilitud son asintéticamente equivalentes y por ello
siempre suelen ser parecidos. Cuando se comuniquen los resultados basta con indicar cualquiera de ellos.

* Diferencia entre significacion y asociacion

Las pruebas de significacién del thermiten contrastar si es razonable pensar que la relacién observada
entre las variables puede ser simplemente atribuida al azar. En el nivel de significacion influye, como en
cualquier otra prueba estadistica, no sélo la importancia 0 magnitud de la asociacion, sino también el tamar
de la muestra y en ocasiones otros parametros. Es posible obtener un resultado estadisticamente significat
con una débil asociacidn, si el tamafio de muestra es suficientemente grande, y viceversa, si la muestra es
pequefa una asociacion importante puede no llegar a ser estadisticamente significativa. Esto es algo que €
dominio comun, y es universalmente aceptado en cualquier otra prueba estadistica que nunca se debe
presentar Unicamente un valor de P, sino que éste debe acompafiar a alglin parametro que exprese la mag
del resultado, o mejor aun un intervalo de confianza para el efecto observado. Sin embargo esto, que es
practica habitual en el resto de pruebas estadisticas, no se lleva a cabo con las pruebas de asociacion en t:
de contingencia, salvo que éstas sean 2x2, en cuyo caso se suele presentar como medida de la asociacion
alguna medida relativa comaq el odds ratio o el riesgo relativo, o bien una diferencia de proporciones.

A qué se debe gue en tablas de contingencia de mas de 2 filas 0 2 columnas se indique casi siempre sélo
nivel de significacion? Es debido probablemente a que no existe un Gnico indice claro e intuitivo que permit;
cuantificar esa asociacién cuando las variables que intervienen son de tipo nominal. En el enlace [1] se pue
consultar una descripcién de los coeficientes de asociacion mas empleados para variables cualitativas
nominales. Entre ellos quizas el mas utilizado es el denominado V de Cramér, cuyo valor puede ir desde 0
(no existe relacién entre las variables) hasta 1 (asociacién perfecta).

Vemos que en la tabla anterior el nivel de significacion es 0.06 (no llegamos a rechazar la hipétesis de
independencia al nivel 0.005) y que el coeficiente de asociacién de Cramér es aproximadamente 0.3.

Hagamos ahora un pequefio ejercicio. Si multiplicamos por 2 todas frecuencias de la tabla 1, obtenemos es
otra tabla
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Fatiga=SI | Fatiga=NO | Total
1 2 10 12
1.5 12 8] 20
2 76 38 114
2.5 30 16| 46
3 48 16 64
4 18 2 20
Total 186 90| 276

Tabla 2

cuyo valor del contraste de chi2 de Pearson es ahora 21, que para 5 grados de libertad, corresponde a un r
de significacion de 0.0008 (antes estabamos solo en 0.06). Sin embargo el coeficiente V de Cramer sigue

siendo de 0.3: el grado de asociacion que se manifiesta en esta tabla es el mismo que el de la tabla 1 (16gic
y como la hemos construido); Unicamente aporta mayor evidencia al ser una muestra con el doble de sujetc

El coeficiente de asociacion de Cramér se calcula muy facilmente como:

vo | X
Inig-1

donde n es el tamafio de la muestra y q el minimo del n° de filas o del n° de columna.

Otro de los inconvenientes de fijarnos Unicamente en el valor de P es que tampoco aporta hinguna
informacion sobre la naturaleza de la asociacion.

Si comparamos los valores de las frecuencias observadas y esperadas para cada celda, podemos analizar
estructura de esa asociacién. Las frecuencia de cada celda pueden considerarse como recuentos que Sigu
una distribucién de probabilidad de Poisson, cuya varianza es igual al valor esperado (media), por lo que la
diferencias (f.observada - f.esperada) tienden a ser mayores en aquellas celdas en las que el valor de la
frecuencia esperada es grande. Interesa por tanto analizar la magnitud relativa de esas diferencias,
denominadas residuo de Pearson, que se calculan como:

foobs; - espy
residuo; = — 9 74

J I espy;

O incluso mejor aln es calcular los denominados residuos estandarizados de Pearson, que tienen la
interesante propiedad de distribuirse asintéticamente como una Normal(0,1) y que se calculan como:

foobs;: -1 espy;
res est; = el el

! Jf espij( 1~ piy )1~ pyy)
donde p corresponde a la proporcion de la fila i,yala proporcion de la columna j.

Puesto que éstos residuos estandarizados se distribuyen segan una Normal(0,1), valores que excedan 2 o
valor absoluto indican claramente que la frecuencia de esa celda no se ajusta a un modelo en el que se suf
independencia entre las variables, y nos ayudan a analizar la estructura de la asociacion.



Para la_tabla 1 se obtienen los siguientes residuos estandarizados:

Fatiga
HY | SI NO
1 -2,71| 2,71
1.5 | -0,52| 0,52
2 |-0,15 0,15
25 (-0,24| 0,24
3 1,05(-1,05
4 1,58(-1,58

Residuos estandarizados
Tabla 3

donde vemos que los mayores residuos se presentan en los extremaos superiores e inferiores de la tabla.

En este caso, por tratarse de una tabla en la que una de las variables es binaria, también podiamos haber
analizado la estructura de la asociacion representando, por ejemplo, la proporcién de cada categoria de la
variable FATIGA para cada nivel de la escala HY:

Fatiga

HY SI | NO
1 0,17/0,83
1.5 |0,60/0,40
2 0.67|0,33
25 |0,65|/0,35
3 0,75(0,25
4 0,90(0,10
Total | 0,67|0,33

Proprociones de FATIGA=SI,NO para cada estrato HY
Tabla 4

La proporciéon media de FATIGA=SI en nuestra muestra es de 0.67, proporcién que sin embargo es muy
inferior en el estrato HY=1 donde solo llega al 0.17, y mucho mayor en el estrato HY=4 donde es el 0.9.

Sin embargo en tablas con variables no binarias es donde el analisis de los residuos estandarizados puede
de gran ayuda para investigar la naturaleza de la asociacion.

En la siguiente tabla se representa la frecuencia de 4 pautas terapéuticas en 4 hospitales diferentes, con el
de investigar si existe asociacion.



Hospital

Terapia | H1 | H2 | H3 | H4 | Total
A 166| 50| 71|156( 443
B 157| 65(129|240( 591
C 100| 44(109|211| 464
D 88| 36|104|179( 407

Total [511(195|413|786| 1905

Tabla 5

Para esta tabla se obtiene un valor de chi2 = 46.3 (p < 0.001). Aunque el nivel de significacion es alto, sin
embargo el coeficiente de asociacién de Cramér es pequefio 0.09.

Para comparar las frecuencias observadas con las esperables bajo la hipétesis de no asociacion, represent
la tabla de residuos estandarizados, donde vemos facilmente donde se producen las mayores discrepancia

H1| H2| H3| H4
5,77| 0,83|-3,30(-2,95
-0,17| 0,74| 0,11(-0,39
-2,95|-0,64| 1,09| 2,12
-2,67|-1,04| 2,14| 1,26

Residuos estandarizados
Tabla 6

O 0O|m|>

Como antes, ademas de esta tabla de residuos también puede ser bueno como complemento para ayudar

interpretacion, representar la proporcion de cada terapia por hospital (esta vez se indican las proporciones |
porcentaje %)

H1| H2| H3| H4|Total
32,5|25,6(17,2| 19,8/ 23,3
30,7 33,3(31,2| 30,5 31,0
19,6( 22,6| 26,4( 26,8| 24,4
17,2] 18,5/ 25,2| 22,8| 21,4

|0 |wm|>

Distribucion por hospitales de cada terapia
Tabla 7

® Variables ordinales

Cuando una o las dos variables que intervienen en una tabla de contingencia son ordinales, es razonable
pensar que si existe asociacion ésta evolucione con ese orden. Se puede utilizar esa caracteristica para efe

contrastes mas eficientes, para cuantificar mejor la asociacion cuando ésta existe, y para ayudar a su
interpretacion.

En la tabla 1 la variable que se representa en las filas (escala HY) es precisamente una variable ordinal.
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En el enlace [2] se puede consultar una relacion de indices de asociacion para variables ordinales. Uno de
ellos aparece en los resultados de la tabla 1, denominado gamma de Goodman-Kruskal. El recorrido de
valores posibles para gamma va de -1 a 1, y el valor de nuestro ejemplo de -0.32, indica que existe cierta
asociacion en el sentido de que al aumentar la categoria del HY aumenta la probabilidad de que el paciente
esté clasificado como FATIGA=SI (por ser Sl la primera categoria el coeficiente es negativo).

Cuando cruzamos una variable ordinal y una variable binaria disponemos de otras alternativas, sobre todo
la variable ordinal se le puede asignar una puntuacién numérica con cierto sentido, como es el caso de nue
ejemplo donde precisamente el valor HY es una escala que nos proporciona un valor numérico. Podemos
entonces tratar la otra variable, la binaria, como variable respuesta y analizar los datos mediante un modelc
regresion, que habitualmente serd el modelo logistico.

Otra alternativa con una interpretacion interesante consiste en utilizar un contraste de Mann-Whitney,
descrito en un articulo anterior.

Empleando cualquiera de estas dos Ultimas alternativas (modelo de regresién y prueba de Mann-Whitney),
la_tabla 1 comprobariamos que el resultado si es entonces estadisticamente significativo al nivel de 0.05,
debido a que al considerar el orden en la variable HY hemos actuado con mas eficiencia.

Otra posibilidad se basa en ajustar un modelo log-lineal para los datos en el que se tenga en cuenta esa
posible asociacion entre variables ordinales. Si en la hipétesis de independencia el modelo estima la
frecuencia como:

- f C
lﬂFij =M+ }‘i + }\]
es decir que en el valor de la frecuencia de una celda incluye un valor medio, la fila y la columna.

Podemos considerar un modelo alternativo que considera la presencia de asociacion lineal debida al valor >
puntuacion para la categoria de la filgpyntuacion para la categoria de la columna:

InFy = A+ 20+ 25 +fy,

Contrastando este ultimo modelo frente al anterior podemos evaluar si la asociacién representada por el
término & es o no estadisticamente significativa.

* Agradezco a mi amigo el Dr. Pablo Martinez los datos de la tabla 1 y la pregunta que han motivado es
articulo

* [1] Nominal Association: Phi. Contingency Coefficient, Tschuprow's T. Cramer's V. Lambda. Uncertainty
Coefficient

® [2] Ordinal Association: Gamma, Kendall's tau—b and tau—c, Somers'd
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