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En el articuo de este mes vamos a presentar otras técnicas estadisticas de estimacion y contraste de hipot
diferentes de la archiconocida metodologia paramétrica y no paramétrica (aunque ésta Ultima quizas algo
menos utilizada). La idea es ampliar la cultura estadistica del lector que desconce su existencia, o que
ocasionalmente alguna vez lo ley6 en algun articulo y le soné a chino, y recordar las ideas a aquellos que y
las conocen, aunque solo sea porgque es una saludable inquietud intelectual mirar las cosas desde una nue
Optia.

Recordemos que los dos objetivos principales de la estadistica son, por un lado la estimacién de un parame
de una poblacidn, a partir de los valores obtenidos en una muestra, y por otro el contraste de hipétesis a
partir de los resultados observados en una muestra.

Plantearemos hoy otro enfoque distinto del habitual a ese tipo de problemas, y para ello comenzaremos
sirviéndonos de un pequefio ejemplo.

En la siguiente tabla se presenta el valor de la PAS (media de tres lecturas) en dos grupos de pacientes
diabéticos, con 10 pacientes por grupo
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Medias
A 131.8
B 143.6

Diferencia -11.8

Para comparar ambos grupos la metodologia tradicional se basa en calcular la probabilidad de observar un
diferencia tan grande o mayor que la actualmente encontrada (-11.8), suponiendo que ambas muestras se
hayan extraido aletoriamente de la misma poblacion. Es lo que se conoce como hipétesis nula. Para ello

suponemos una distribucién de probabilidad para los datos, la distribucion normal o de Gauss. En realidad
no conocer tampoco la desviacion tipica de la poblacién y estimarla también a partir de los datos de ambas
muestras, la distribucion de probabilidad que utilizamos es la t de Student, y a partir de ella determinaremos
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gue la probabilidad de una diferencia igual o0 mas extrema que la observada es 0.058. Cuando esta
probabilidad es muy pequefia (tradicionalmente menor que 0.05), en lugar de aceptar esa hipotesis de igua
—muestras extraidas de la misma poblacion-y por lo tanto obtencién de un resultado improbable en nuestr
estudio, preferimos rechazarla y concluir que ambas muestras no proceden de la misma poblacion, o lo que
equivalente, que la diferencia obtenida no parece razonable atribuirla al mero azar.

En este caso hemos planteado un contraste bilateral: cuando no hacemos ninguna presuncion del sentido ¢
diferencia y consideramos incialmente igual de probable las diferencias en un sentido 0 como en el otro.

También se puede expresar el resultado calculando el intervalo de confianza del 95 % para la diferencia de
medias entre los grupos, que en este ejemplo resulta ser —24.02 a 0,42.

Pero vamos a ver otras posibles formas de contrastar este tipo de hipétesis. Podemos mezclar los 20 valor:
supongamos que los escribimos en 20 papeletas y los introducimos en una urna, y extraemos al azar 10
papeletas por un lado y otras 10 por otro, calculamos la diferencia de medias entre estas dos muestras y
anotamos si ésta nueva diferencia es igual o mayor que la obtenida originalmente o si, por el contrario, es
menor. Volvemos a introducir las papeletas en la urna y repetimos el proceso un gran niamero de veces.
Calculamos, repitiendo ese procedimiento, el porcentaje de las veces que encontramos una diferencia igua
mas extrema que la obtenida realmente en nuestro experimento. Si ese nimero es alto concluimos que la
etiqueta grupo A o B verdaderamente puede deberse al azar y que por lo tanto no hay diferencias
estadisticamente significativas entre los grupos, mientras que si ese nimero de veces es pequefo, nuestro
resultado es infrecuente, y por lo tanto preferiremos rechazar la hipétesis de igualdad, y pensar que la
presencia de diferencias es mas plausible. Esta metodologia se conoce como pruebas de aleatorizacion.

Mediante un programa de ordenador se puede simular ese proceso de colocar los 20 valores en una urnay
extraer papeletas al azar.

Pero ademas, en este ejemplo concreto es posible considerar todos los conjuntos diferentes de 2 muestras
10 elementos, corresponde Z;gcombinaciones de 20 elementos tomados de 10 en 10, que constituyen
184756 posibilidades, y podemos calcular el nimero de entre ellas en las que la diferencia es igual o mayoi
gue la observada. Obviamente, tanto en el caso anterior en el que constituiamos las muestras de forma
aleatoria, como en el caso de que enumeremos todas las posibilidades, lo haremos utilizando el ordenador.
Pero incluso con el ordenador si las muestras son grandes, el tiempo de calculo para enumerar todas las
posibilidades puede ser enorme y habra que acudir a la primera situacién en la que generamos un gran
namero, aunque limitado, de muestras aleatorias.

Utilizando el software que se referencia en ung los enlaces, generando 10000 muestras aleatorias, obtenen
para este ejemplo que en el 5.5 % de esas muestras se encuentra una diferencia igual o mayor que la realr
observada, lo que corresponde a un valor muy parecido al obtenido mediante el contraste paramétrico (5.8

También es posible con esta filosofia calcular un intervalo de confianza para la diferencia de medias,
obteniendo a partir de esas 10000 muestras aleatorias el siguiente intervalo (-23.81 : 0.33)

Hago notar que ahora hemos utilizado una técnica estadistica para comparar las dos muestras que no hace
ninguna suposicién en cuanto a la distribucién de probabilidad de la que proceden los datos.

Otro de los conceptos centrales de la estadistica es el de estimacion: cdmo obtener conclusiones generale:
un colectivo a partir de una muestra y por lo tanto disponiendo sélo de parte de la informacion.

Una vez definido el pardmetro que deseamos conocer, ya sea éste la media, la mediana u otro, se trata de
calcularlo a partir de los datos observados en nuestra muestra y de cuantificar de alguna manera como de
precisa es esa estimacion; o dicho de otra forma, determinar hasta qué punto podemos garantizar que lo gt



nosotros hemos observado es extrapolable al colectivo del que se extrajo esa muestra.

La forma mas conocida y habitual de expresar la precisién de un parametro consiste en indicar un intervalo
de confianza para un determinado nivel de probabilidad. Asi el intervalo de confianza del 95% son aquellos
dos valores, uno inferior y otro superior, entre los que cabe esperar que se encontrard el parametro calcuac
95 de cada 100 veces que se repita el experimento, con una muestra del mismo tamafio extraida de forma
aleatoria de la misma poblacion. En el calculo de ese intervalo de confianza interviene el tamafio de muestr
la dispersién de los datos en la poblacion (si ésta es pequefia la precision serd mayor). Por otro lado hay qt
tener en cuenta la distribucién de probabilidad del parametro, utilizandose habitualmente, aunque no siemp
es adecuado, la distribucién normal.

Asi en el caso de que se estime una media en una muestra de tamafo n, el procedimiento para el calculo ¢
intervalo de confianza basado en la t de Student, consiste en estimar la desviacion tipica de los datos s y
calcular el error estandar de la media

=

A
siendo entonces el intervalo de confianza para la media

=

o

mEi

Para la estimacion de un parametro, es posible emplear una metodologia similar a la explicada anteriormer
para el contraste de hipétesis, mediante una prueba aleatorizada, consistente en calcular las diferencias de
cada valor con respecto de la media y generar muestras de esas diferencias, en las que a cada valor se le
signo positivo o negativo de forma aleatoria, y a partir de la distribucién obtenida se calcula un intervalo de
confianza, los valores que dejan el 2.5 % a cada lado de esa distribucion.

En esta linea basada en considerar que, en ausencia de cualquier otra informacidn respecto a la poblacién
no sea la contenida en la propia muestra, la distribucién de los valores encontrados en una muestra aleator
constituyen la mejor orientacion en cuanto a la distribucion de esa poblacién, encontramos otros métodos d
conseguir estimaciones, de los que vamos a comentar los que se conocen en inglés como "bootstrap” y
"jackknife".

El método bootstrap aunque ya usado anteriormente, fue descrito de forma sistematica por Efron en 1979.
nombre alude al corddn de los zapatos, recordando la imagen de alguien intentando salir del barro tirando ¢
cordon de sus propios zapatos, y consiste, si tenemos una muestra de tamafio N, en generar un gran ndme
muestras de tamafio N efectuando un muestreo con reemplazamiento de esos valores. Es como si metiése
los valores en una urna, extraemos una papeleta, anotamos el resultado ,y volvemos a colocarlo en la urna
asi hasta obtener N valores. En esa muestra calculamos el valor del parametro que estamos estimando. Y
repetimos el proceso un gran nimero B de veces (por ejemplo 10000 o mas), con lo que obtenemos una
distribucién de valores para el parametro en la que podemos calcular su dispersion (analogo del error
estandar) y determinar unos limites de confianza utilizando esa distribucion.

El método jackknife fue propuesto por Tukey en 1958 y en este caso el nombre alude a esas navajas multit
gue son a la vez sacacorchos, abrelatas, destornillador..., buenas para todo si no se tiene algo mejor a mar
—siempre es mejor abrir una lata con ellas que con una piedra, pero donde esté un abrelatas del



"explorador”...—-

Calculamos ahora el parametro de intéiéen la muestra total de tamafio N; en este caso las diferentes
muestras se van construyendo eliminado cada vez una de las observagiareslks se calcula de nuevo el
valor del parametro de interé’s, repitiendo el proceso para i=1 hasta N. Se obtiene lo que se denomina

pseudovalores:
Jo= N = (V-1 9,

Se llama estimador jackknife a la media de esos pseudovalores, y a partir de la distribucién obtenida se
calcula también su varianza y un intervalo de confianza para el mismo.

Al no utilizar més que los valores observados en la muestra, podemos denominar a estos métodos como
autosuficientes.

La idea que subyace en alguno de los métodos autosuficientes descritos es la de generar a partir de los val
observados muestras aleatorias de acuerdo a un modelo especifico que se esta contrastando. Vamos a
comentar esto un poco mas.

Supongamos que no disponemos de la férmula para calcular intervalos de confianza para la media m,
calculada en una muestra de tamafio N extraida de forma aleatoria de una poblacién cuyos valores se
distribuyen segun una funcion de probabilidad normal o gaussiana de media desconocida, que es la que
pretendemos estimar. Estamos suponiendo por tanto un modelo de distribucién normal con media M
desconocida, y si pudiéramos generar mediante un programa, de acuerdo a ese modelo, un gran numero d
muestras aleatorias de tamafio N, a partir de la distribucion de esas muestras podriamos calcular los
percentiles del 2.5 %, a un lado y a otro, para determinar asi un intervalo de confianza el 95 %. Si lo hacem
comprobaremos que los valores obtenidos concuerdan con los que se calculan utilizando la formula teérica
basada en las propiedades de la distribucién normal.

La pregunta es ¢ cudl es entonces la utilidad de estos métodos, si disponemos de una férmula tedrica?. La
respuesta: que esa férmula tedrica la tenemos para unos casos muy concretos, en nuestro ejemplo la medi
datos extraidos de una poblacién normal, mientras que el método de simulacion nos permite obtener
estimaciones de forma mas general, para cualquier pardmetro y cualquier modelo que estemos planteando
siempre que a partir de él podamos generar valores de forma aleatoria.

Esta metodologia de simulacion, generando a partir de un modelo valores aleatorios, se conoce como métc
de Monte Carlo (por los casinos y las ruletas de ese bonito lugar de la costa mediterranea), y las pruebas
aleatorizadas y las estimaciones "bootstrap" se pueden considerar casos particulares de esta metodologia.

Cuando se dispone de una respuesta tedrica a un problema no tiene sentido utilizar la simulacién de Monte
Carlo, pero en ocasiones la solucion analitica de algunos problemas es muy compleja y el Unico camino
posible es la utilizacion de técnicas de simulacion. Esto es algo que se viene empleando desde hace mucht
con éxito en problemas de ingenieria y también en estudios de biologia, ciencias naturales, economia, y
bastante menos en medicina.

Debido a que se trata de métodos que s6lo son posibles gracias a la moderna potencia de calculo de los
ordenadores, ya que es preciso generar un elevado nimero de muestras aleatorias, también se conocen cc
métodos de uso intesivo del ordenador (computer intesive methods).




Por curiosidad he efectuado una serie de blsquedas en Medline (29-9-2002) obteniendo los siguientes
resultados

Busqueda N° de referenciag

"monte carlo” 7432
"monte carlo" AND hypertension 29
bootstrap 1204
bootstrap AND hypertension 10
jackknife 10
jackknife AND hypertension 0
resampling 333
resampling AND hypertension 1
"computer intesive method" 4

También por curiosidad he efectuado una busqueda simple en Lancet del término "monte carlo", encontran
18 articulos, y bootstrap 29 articulos.

En_BMJ buscando "monte carlo"aparecen 33 articulos, y buscando bootstrap aparecen 34.

Aunque son en general cifras pequefias vemos, una vez mas, que hay gente y articulos para todo...

Enlaces interesantes

* Download Trial version of RT 2.1
A DOS program for randomization methods. Written by Dr. Bryan F. Manly to accompany his
book, "Randomization and Monte Carlo Methods in Biology" published by Chapman and Hall.

Resampling: The New Statistics

Julian L. Simon
Second Edition published October 1997

The Philosophy and Practice of Resampling Statistics
Julian L. Simon

Introduction to Monte Carlo Methods
Computational Science Education Project

Stanford Statistics department course on the bootstrap
Susan Holmes

Resampling Methods
Phillip Good

Resampling Statistics: Randomization and the Bootstrap
David C. Howell University of Vermont
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NonParametric STATIstical Testing

NPSTAT and NPFACT are a subset of programs developed to carry out computer intensive
analysis (such as randomization tests but not bootstrapping). They provide nonparametric method
of null hypothesis testing.
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